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Rezumat

Lucrarea de fata reprezinta teza de abilitarea a autorului si contine rezultatele obtinute
dupa anul 2010, an in care acesta gi-a obtinut doctoratul in matematica sub indrumarea
Domnului Academician Marius losifescu.

Acesta teza este o prezentarea sistematica a unor dezvoltari in fractie continua care
au fost studiate de catre autor, individual sau in colaborare, in ultimii 10 ani.

Pana in zilele noastre, functia lui Gauss, pe care se bazeaza teoria metrica a fractiilor
continue regulate, a fascinat cercetatori din diverse ramuri ale matematicii si stiintei,
cu numeroase aplicatii in informatica, cosmologie si teoria haosului. In ultimul secol,
matematicienii au deschis drumuri noi in acest domeniu. In afara dezvoltdrilor in fractie
continua regulata, numeroase alte dezvoltari in fractie continua au fost studiate.

Teoria metrica a fractiilor continue consta in studierea proprietatilor sirului aleator
al numitorilor partiali ai fractiei continue gi are ca punct de plecare studiile lui C.F.
Gauss (1777 - 1855). Astfel, amintim una din problemele formulate de Gauss si
inregistrata de acesta in jurnalul sau pe 25 octombrie 1800 ca fiind problema cu numarul
113. Doisprezece ani mai tarziu, i-a scris despre aceasta problema lui Laplace intr-o
scrisoare datata 30 ianuarie 1812. Iata ce ii scria Gauss lui Laplace (intr-o traducere
aproximativa):

“... reiau o problema curioasa de care m-am ocupat acum vreo 12 ani, i careia nu
i-am gasit o solutie satisfacatoare la acel moment. Ar trebui sa ii acorzi cateva minute
pentru a o rezolva gi sunt sigur ca vei putea gasi o solutie completa. Iata problema.
Fie M o necunoscuta cu valoarea intre 0 gi 1 pentru care toate valorile sunt echiproba-

bile sau respecta, mai mult sau mai putin, aceeasi lege. Prespunem ca aceasta valoare
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poate fi reprezentata prin fractia continua
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Care este probabilitatea ca, dupa excluderea unui numar finit de termeni ce se afla

pana la a(™, partea ramasa
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sa apartina intervalului de la 0 la z 7 Am notat aceasta cu P(n,z) si am presupus ca
pentru M, toate valorile sale sunt echiprobabile: P(0,x) = x”.

Chiar daca nu mentioneaza explicit asta, Gauss trebuie sa fi cunoscut relatia de
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deoarece scria ca, pentru “un motiv foarte simplu”, avem (in notatii moderne):
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recurenta
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In aceeasi scrisoare, Gauss scria ca toate "incercarile de a rezolva problema au fost in
zadar.”

Teza este structurata pe 5 capitole.

Din dorinta de a face teza usor de citit/studiat, adica de a fi citita de sine statator
pe cat de mult posibil, am introdus in primul capitol multe din notiunile care apar
si se repeta in celelalte capitole. Astfel, am descris spatiile Banach care apar des in
text cu normele corespunzatoare lor, am amintit cateva concepte generale de teoria
ergodica, inclusiv Teorema ergodica a lui Birkhoff pentru masuri invariante, am dat
cateva notiuni de baza despre lanturile Markov si am descris pe larg problema lui
Gauss amintind cateva din solutiile primite de-a lungul timpului. De asemenea, am
dat definitia gi proprietatile generale ale operatorului Perron-Frobenius, operator care
are un rol esential in determinarea masurilor invariante gi in studierea proprietatilor lor.
Poate cea mai importanta parte a primului capitol este chiar ultima sa sectiune. Aici
am descris notiunea de sistem aleator cu legaturi complete, un produs exclusiv al Scolii
de Probabilitati din Romania (M. Iosifescu [20]). Am dat proprietatile importante ale

acestora, dar gi doua exemple.
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In capitolul al 2-lea am colectat toate rezultatele obtinute de autor in cele 3 articole
publicate despre acelasi subiect [57, 37, [58]. Motivati de problemele de dezvoltari in
fractie continua aleatoare, S. Chakraborty si B.V. Rao [9] au initiat un studiu sistematic
al dezvoltarilor in fractie continua ale unui numar in termeni de un irational 6 € (0, 1).
Aceasta noua dezvoltare a numerelor reale pozitive se numeste 6-dezvoltare. In arti-
colul din Journal of Function Spaces din 2014, am facut un studiu detaliat al teoriei
metrice a acestor dezvoltari, demonstrand prima teorema Gauss-Kuzmin aplicand
metoda sistemelor aleatoare cu legaturi complete. In 2017, in articolul din Publica-
tiones Mathematicae Debrecen [37], am folosit metoda lui Sziisz [62] pentru a obtine
o viteza de convergenta mai buna decat cea din articolul anterior. In fine, in arti-
colul aparut in Journal of Number Theory [58], in 2019, am rezolvat teorema Gauss-
Kuzmin referitoare la extensia naturala a transformarii care genereaza 6-dezvoltarea.
De asemenea, in ultima sectiune a capitolului, proprietatile caracteristice ale opera-
torului Perron-Frobenius pe spatiul functiilor cu variatie marginita ne permit sa de-
terminam marginile inferioara si superioara explicite ale erorii ceea ce furnizeaza un
rezultat mult mai bun a vitezei de convergenta.

In capitolul al 3-lea am discutat despre N-dezvoltarile in fractie continua introduse
de Burger si colectivul in 2008 [6]. Am considerat familia de functii {7 : N € N, }
care reprezinta o generalizare a functiei lui Gauss. Prin aplicarea succesiva trans-
formarii Ty se obtine N-dezvoltarea in fractie continua a unui numar din intervalul
(0,1). Capitolul este format din rezultatele obtinute in 3 articole [36} 35, 59] publicate
intre 2016-2020. Astfel, in articolul din Mathematical Reports [36] am dat proprietatile
metrice de baza ale N-dezvoltarilor si am definit si analizat proprietatile operatorului
Perron-Frobenius asociat lui Ty. Amintim ca, reprezentarea ca lant de ordin infinit
(sau lant cu legaturi complete) a girului numitorilor partiali ai N-dezvoltarii ne per-
mite o formulare concisa a rezultatelor obtinute. Utilizand comportamentul ergodic
al sistemului aleator cu legaturi complete asociat N-dezvoltarii in fractie continua, in
articolul din Journal of Mathematical Analysis and Applications [35], am determinat
limita sirului (u (T < 2)),ey, @ distributiilor. In sectiunile 3.5.1 gi 3.5.2 am intro-
dus rezultatele din articolul din Publicationes Mathematicae Debrecen [59]. Astfel, in

sectiunea 3.5.1 am prezentat teorema Gauss-Kuzmin asociata extensiei naturale a sis-
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temului dinamic asociat N-dezvoltarilor. Apoi, cu ajutorul operatorului de tranzitie
asociat sistemului aleator cu legaturi complete pe spatiul Banach al functiilor cu variatie
marginita, am dedus formele explicite ale marginilor inferioara si superioara a erorii,
ceea ce furnizeaza o estimare mai buna a vitezei de convergenta.

In capitolul al 4-lea am colectat rezultatele continute in cele 3 articole referitoare
la fractiile continue generalizate de tip Rényi |38, 139, [60]. In articolul din Acta Mathe-
matica Hungarica [38] am abordat teoria metrica a fractiilor continue de tip Rényi via
teoriei dependentelor cu legaturi complete. Mai exact, am obtinut o versiune a teo-
remei Gauss-Kuzmin pentru acest tip de dezvoltari aplicand proprietatile sistemelor
aleatoare cu legaturi complete. Odata obtinuta py, masura finita, invarianta si er-
godica pentru transformarea de tip Rényi, Ry, care genereaza dezvoltarea in fractie
continua de tip Rényi, rezultatele clasice ale teoriei ergodice, cum ar fi teorema ergodica
a lui Birkhoff, ne furnizeaza informatii precise despre frecventa la care apare un element
al dezvoltarii. Trebuie subliniat ca teorema ergodica nu ofera nicio informatie despre
viteza de convergenta din problema Gauss-Kuzmin care se refera la comportamentul
asimptotic al p (R;,") cand n — oo, unde u este o masura de probabilitate. Astfel,
este necesara o teorema de tip Gauss-Kuzmin. Folosind extensia naturala a trans-
formarii Ry, obtinem lantul de ordin infinit al sirului aleator al numitorilor partiali
ai dezvoltarii. Apoi, aratam ca sistemul aleator cu legaturi complete asociat acestei
dezvoltari este un sistem cu contractie, iar operatorii sai de tranzitie sunt regulati in
spatiul Banach al functiilor lipschitziene. Acesta ne permite sa rezolvam o varianta
problemei Gauss-Kuzmin. In acest rezultat, constantele aparute sunt departe de a fi
optime. Astfel, in articolul din Acta Arithmetica [39] am continuat investigatiile asupra
comportamentului asimptotic al functiilor de distributie ale transformarii de tip Rényi.
Pentru a demonstra o teorema tip Gauss-Kuzmin-Lévy pentru Ry, aplicam metoda lui
Sziisz [62]. Mentionam faptul ca utilizand acesta metoda obtinem mai multe informatii
despre viteza de convergenta, pe care o exprimam in functie de functiile zeta ale lui
Hurwitz. Dar, nici acesta viteza de convergenta nu este optima. Din acest motiv,
in articolul aparut in Periodica Mathematica Hungarica [60] am folosit o abordare
de tip Wirsing pentru a ne apropia (doar) de viteza de convergenta optima. Astfel,

problema de tip Gauss-Kuzmin-Lévy pentru transformarea Ry este abordata utilizand
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proprietatile operatorului Perron-Frobenius prin restrictionarea domeniul acestuia la
spatiul Banach al functiilor cu derivata continua pe [0, 1]. Obtinem, astfel, marginile
inferioara si superioara ale erorii care ofera o estimare rafinata a vitezei de convergenta.
In ultimul capitol, autorul prezinta succint cateva din planurile de viitor referitoare
la partea stiintifica, dar si didactica.
Teza se incheie cu bibliografia care contine 64 de referinte, citate in totalitate in

cadrul textului.

Multumiri

Multumiri speciale se indreapta catre indrumatorul meu de doctorat, Acad.
Marius losifescu, de la Institutul de Statistica Matematica i Matematica Aplicata
“Gheorghe Mihoc-Caius Tacob” al Academiei Romane, care mi-a influentat cariera
inca de la inceput.

Doresc sa multumesc colaboratoarei mele, Dr. Gabriela Ileana Sebe, de la Univer-
sitatea Politenica din Bucuresti, cu care m-am inteles excelent in cei aproape 10 ani de
cand colaboram impreuna.

De asemenea, multumiri deosebite si familiei mele, in special sotiei si fetitei noastre,
care mi-au permis sa aman anumite activitati gospodaresti pentru a-mi acorda timp

pentru studiu.

Constanta, Mai 2020 D.L.
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